11. cviceni - teorie

Definice (Ur¢ity integral). Necht a,b € R*,;a < b, f: (a,b) = R a F' je primitivni funkce k f na (a,b).
Pak

b
/ f(@)dz = F(b—) — F(at),
kde
F(a+) = lim F(z), F(b—)= lim F(x),

T—a+ r—b—

pokud limity i jejich rozdil existuji jako prvky R* = R U {—o0, co}.
Znaceni. [F(ZE)]Z = F(b—) — F(a+), navic pro a < b definujme [F(z)]; jako — [F(2)]°.

a

Poznamka. Nékteré integraly na nekonec¢nych intervalech vychézi konecné, jiné nekonecéné. Napr. lze
. . [oo1 . oo 1 .
ukézat: [[© tdz=o0a [[7 Sdr=1< oo,

Véta (Aditivita integralu). Necht a,b,c € R*;a < ¢ < b.

(i) Pokud existuje fab f(x)dz, pak existuji i [ f(z)dz a fcb f(z)dx a plati

/abf(m)dx:/acf(:r)dx+/cbf(:z)dm.

(ii) Pokud existuji [7 f(x)d, fcb f(z)dx a f je v ¢ spojité, pak existuje i f; f(z)dx a je roven

/acf(a:)dx + /be(:c)da:.

Véta (Substituce pro uréity integral). Necht a,b, o, € R*, ¢ je diferencovatelna na intervalu (o, f3),
o(a, B) C (a,b), ¢ je ryze monotéonni, f: (a,b) — R a F je primitivni funkce k funkci f na intervalu

(p(a), 9(8)). Pak
s / (B)
/ Flp()e (@) dw = [F()]27).

Poznamka. Co se tyfe monotonie, tak postacujici podminkou je, ze ¢’ (z) # 0 na (a, 8)

Véta (Integrace per partes pro uréity integral). Necht funkce f, g jsou spojité funkce na intervalu [a, b].
Necht dale f’, ¢’ jsou jejich derivace a jsou také spojité na intervalu [a, b]. Pak plati:

/:f’gz [fg]Z—/:fg’

Priklad.

1

1
1
/ 2x—1dm:|y:2x—1,dy:2dx,0—>2-0—1:—1,1—>2-1—1:1|:2/ ydy =
0 1

At

Zde je ¢: [0,1] = R, p(x) = 2z — 1 je ryze monotonni funkce t. z. p(0) = —1,¢(1) = 1.
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! Vzdy je tfeba si hlidat defini¢ni obory !!!
Goniometrické substituce
Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménnych (jde o podil dvou polynomi dvou proménnych).

e R(—sinx,cosx) = —R(sinz,cosx) = t = cosz,dt = —sinzdz
e R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosx) = t =sinz,dt = coszdz

e R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosz) => t=tanz proz € (—5 +km,% + kr) ,k € Z.

Pk 1 t2 1 t
dz = mdt, sin?z = T2 cos2x:m, sinxcosxzm
e Vidy: t =tan § pro x € (—7m + 2k7w, 7 + 2km) , k € Z.
Pk 2 2t 1—¢?
dz = mdt, sinx:m, cosT = ﬁ
Odmocniny

Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménnych (jde o podil dvou polynomii dvou proménnych).
U niZe uvedenych substituci: k dopoctu dt nejdiive vyjadiime x v zavislosti na t a pak teprve derivujeme
(vizte priklad nize)

R(z, ¥z +a),meNm>1, = t= %z +a

g, T azth )’m€N7m> L,a,b,c,d € Riad # bc = t= m

(m, Vazr? + bx + c)
o ar? +br+c=alr—11)? = Var?+bx+c=/alz — x|

o ar? 4 bute=alz— o)) = t=,fa

o ax?+ bxr 4 ¢ nema kofen = t =+/ax? +bx +c+x/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téZe odmocniny (napf.

V7 a ¥z prevedeme na (¥/z)* a (¥/z)?).
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